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Prostor napětı́. Haigh-Westergaardův prostor hl. napětı́.

Haighův-Westergaardův prostor
Vzpomeňme, že v H-W prostoru jsou definovány dvě množiny bodů:

Hydrostatická osa
Deviátorová rovina

Figure: Tresca v HW prostoru
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Prostor napětı́. Haigh-Westergaardův prostor hl. napětı́.

Prostor napětı́, Lodeho parametry

Polohu bodu přı́mo hodnoty hlavnı́ch napětı́, ale pro potřeby teorie plasticity
může být vhodnějšı́ použı́t válcový souřadný systém, jehož osy jsou
definovány pomocı́ trojice navzájem kolmých jednotkových vektorů:

nh =
1√
3
(1, 1, 1)... směr osy hydrostatického napětı́ σ1 = σ2 = σ3,

nτ =
1√
2
(1, 0,−1)... směr osy smykové napjatosti, tj. osy σ1 = −σ3 ležı́cı́ v

deviátorové rovině σ1 + σ2 + σ3 = 0,

ns2 =
1√
6
(−1, 2,−1)... směr osy ležı́cı́ v deviátorové rovině a která je kolmá

na obě výše popsané osy. Jedná se o kolmý průmět osy střednı́ho hlavnı́ho
napětı́ σ2, do deviátorové roviny.
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Prostor napětı́. Haigh-Westergaardův prostor hl. napětı́.

Prostor napětı́

Polohu bodu v HW prostoru lze určit pomocı́ hodnot hlavnı́ch napětı́, ale pro
potřeby teorie plasticity může být vhodnějšı́ použı́t válcový souřadný systém,
jehož osy jsou definovány pomocı́ trojice navzájem kolmých jednotkových
vektorů: Napěťový bod je definován trojicı́ hl. napětı́, nebo tzv. Lodeho
parametry:

P (σ1σ2σ3) ∼ P(x, y, z) ∼ P(r, θ, ξ) ∼ P(J2, θ, ξ) (1)

ξ =
1√
3
(σ1 + σ2 + σ3) (2)

r =
√

2J2 (3)

r =

√
1
3

[
(σ1 − σ2)

2
+ (σ2 − σ3)

2
+ (σ3 − σ1)

2
]
=
√

3τ8 =
√

2J2 = 2τm (4)
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Prostor napětı́. Haigh-Westergaardův prostor hl. napětı́.

Prostor hlavnı́ch napětı́
Napěťový bod:

P (σ1, σ2, σ3) ∼ P(x, y, z) ∼ P(r, θ, ξ) ∼ P(J2, θ, ξ)
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Figure: Napěťový bod v H-W prostoru, Lodeho parametry
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Prostor napětı́. Haigh-Westergaardův prostor hl. napětı́.

Lodeho parametry – µ
Lode vycházel z Mohrova kritéria meznı́ho stavu pružnosti, když pro vyjádřenı́
střednı́ho hlavnı́ho napětı́ zvolil lineárnı́ kombinaci největšı́ho smykového
napětı́, τmax, a normálového napětı́ působı́cı́ho ve stejné rovině, jako největšı́
smykové napětı́, στmax

, ve tvaru

σ2 = στmax
+ µ · τmax =

σ1 + σ3

2
+ µ · σ1 − σ3

2
(5)

kde σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 jsou velikosti hlavnı́ch napětı́ a µ je Lodeho (napěťový)
parameter.
Lodeho parametr lze tedy vyjádřit vztahem

µ =
2σ2 − σ1 − σ3

σ1 − σ3
. (6)

Lodeho parametr µ může nabývat hodnot z intervalu 〈−1, 1〉, přičemž platı́, že
když µ = −1, pak σ2 = σ3 , a když µ = 1, pak σ2 = σ1 .
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Prostor napětı́. Haigh-Westergaardův prostor hl. napětı́.

Lodeho parametry – ρ
Průmět vektoru hlavnı́ch napětı́ σ = (σ1, σ2, σ3), tj. polohového vektoru
spojujı́cı́ bod v Haighově prostoru s počátkem souřadnic, do směru
hydrostatické osy, která je osou válcového souřadného systému, je vektor:

ρ =
σ1 + σ2 + σ3

3
(1, 1, 1) = σh(1, 1, 1) =

I1

3
(1, 1, 1) =

I1√
3

nh , (7)

kde σh je hydrostatické napětı́ a I1 je prvnı́ invariant tenzoru napětı́:

I1 = σ1 + σ2 + σ3 . (8)
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Prostor napětı́. Haigh-Westergaardův prostor hl. napětı́.

Lodeho parametry – r, J2
Průmět vektoru hlavnı́ch napětı́ σ = (σ1, σ2, σ3) do deviátorové roviny je vektor
deviátorového napětı́

r = (σ1 − σh, σ2 − σh, σ3 − σh) = (s1, s2, s3) , (9)

kde s1, s2, s3 jsou hlavnı́ deviátorová napětı́, pro která platı́

s1 + s2 + s3 = σ1 + σ2 + σ3 − 3 · σh = 0 . (10)

Velikost průmětu vektoru hlavnı́ch napětı́ do deviátorové roviny, tj.
deviátorového napětı́, je

‖r‖ = 1√
3
·
√
(σ1 − σ2)

2
+ (σ2 − σ3)

2
+ (σ1 − σ3)

2
=
√

2J2 ,

kde J2 je druhý invariant deviátoru tenzoru napětı́:

J2 = −s1s2 − s2s3 − s1s3 =
1
2
· (s2

1 + s2
2 + s2

3) .
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Teorie plasticity - úvod, základnı́ myšlenky

Teorie plasticity - úvod, základnı́ myšlenky

Plasticita– 3 části:
1 podmı́nka plasticity (yield criterion)
2 zákon zpevněnı́ (hardening rule)
3 zákon tečenı́ (flow rule)

Podmı́nka plasticity
f
(
σij, k

)
= 0 (11)

f (σij,k) < 0 elastický stav
f (σij,k) = 0 plastický stav (12)

tenzor σij je vyjádřen pomocı́: σ1, σ2, σ3 hlavnı́ch napětı́
I1, I2, I3 nebo pomocı́ invariantů

podmı́nka plasticity:
f (σ1, σ2, σ3, k) = 0 (13)

f (I1, J2, J3, k) = 0 (14)
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Hardening rule

Chovánı́ materiálu při cyklickém zatěžovánı́.

Chovánı́ materiálu při cyklickém zatěžovánı́
Hystereznı́ smyčka
Chovánı́ materiálu při cyklickém zatěžovánı́ za mez plasticity. Zatěžovánı́
může být pouze tahové, nebo pouze tlakové (monotónnı́ zatěžovánı́), nebo
může mı́t charakter (+σ,−σ) =⇒ BE.

Figure: Hystereznı́ smyčka při odlehčenı́ z napětı́ za mezı́ kluzu
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Hardening rule

Zákon zpevněnı́. Hardening rule. Motivace

Bauschingerův efekt
U kovů, které se plasticky deformujı́, závisı́ mechanická odezva nejen na
jejich aktuálnı́m stavu napjatosti, ale také na historii deformace.

Bauschingerův efekt se týká vlastnosti materiálů, kde se charakteristiky
napětı́/deformace materiálu měnı́ v důsledku mikroskopických změn v
materiálu. Napřı́klad ke zvýšenı́ meze kluzu v tahu docházı́ na úkor meze
kluzu v tlaku.

Bauschingerův efekt obecný jev, který se vyskytuje ve většině
polykrystalických kovů. Základnı́ mechanismus Bauschingerova efektu
souvisı́ s dislokačnı́ strukturou za studena zpracovaného kovu. Když dojde k
plastické deformaci, dislokace se budou hromadit v bariérách a vytvářet
dislokačnı́ shluky. Na základě výsledků experimentů se obvykle použı́vajı́ dva
typy mechanismů k vysvětlenı́ Bauschingerova efektu.
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Hardening rule

Zákon zpevněnı́. Hardening rule. Motivace
Bauschingerův efekt
Znalost Bauschingerova efektu je důležitým předpokladem pro pochopenı́
cyklického únavového chovánı́ kovových materiálů

Figure: Bauschingerův efekt - izotropnı́ zpevněnı́
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Hardening rule

Zákon zpevněnı́. Hardening rule. Motivace
Bauschingerův efekt (+σ,−σ)
σyo.t – počátečnı́ mez kluzu v tahu
σy1.t – následná mez kluzu v tahu
σyo.c – počátečnı́ mez kluzu v tlaku
σy1.c – následná mez kluzu v tlaku

Figure: Bauschingerův efekt - značenı́, počátečnı́ a následné meze kluzu
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Hardening rule

Zákon zpevněnı́. Hardening rule. Motivace
Bauschingerův efekt (+σ,−σ)
σyo.t (T0) – počátečnı́ mez kluzu v tahu
σy1.t (T1) – následná mez kluzu v tahu
σyo.c (C0) – počátečnı́ mez kluzu v tlaku
σy1.c (C1) – následná mez kluzu v tlaku

Figure: Bauschingerův efekt - značenı́, počátečnı́ a následné meze kluzu
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Hardening rule

Zákon zpevněnı́: kinematický, izotropnı́, kombinovaný
Důležitým důsledkem Bauschingerova effektu je fakt, že následné meze kluzu
(σyi.t, σyi.c) jsou funkcemi historie plastických deformacı́.
Zákony zpevněnı́

a) kinematický zákon zpevněnı́ (plocha plasticity se přemisťuje)
c) izotropnı́ zákon zpevněnı́ (plocha plasticity se zvětšuje (nafukuje))
b) kombinovaný zákon zpevněnı́ (kombinace kinematického a izotropnı́ho
z.z.)

Figure: Bauschingerův efekt - zákony zpevněnı́
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Hardening rule

Zákon zpevněnı́: kinematický, izotropnı́, kombinovaný

Důležitým důsledkem Bauschingerova effektu je fakt, že následné meze kluzu
(σyi.t, σyi.c) jsou funkcemi historie plastických deformacı́.
Zákony zpevněnı́ - matematický zápis

a) kinematický zákon zpevněnı́ (plocha plasticity se přemisťuje)

f (σ, α) = (σ − α)2 − σy0

c) izotropnı́ zákon zpevněnı́ (plocha plasticity se zvětšuje (nafukuje))

f (σ, k) = σ2 − k2

b) kombinovaný zákon zpevněnı́ (kombinace kinematického a izotropnı́ho
z.z.)

f (σ, α, k) = [σ − (1−M)α]
2 − [(σ −M)σ0 + Mk]2

kde M ∈ 〈0; 1〉 je parametr, který vyjadřuje “mı́ru” izotropnosti, t.j. M=0 dává
izotropnı́ z.z. a M=1 dává kinematický z.z.
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Hardening rule

Izotropnı́ zákon zpevněnı́
Izotropnı́ zpevněnı́

Zvětšenı́ plochy plasticity je stejné ve všech směrech v
Haigh-Westergaardově prostoru napětı́.
Izotropnı́ zpevněnı́ je vhodné pro monotónně se zvětšujı́cı́ zatı́ženı́
(proportional loading).
Pro zatěžovánı́ se střı́dajı́cı́m se znaménkem (tah i tlak) (+σ,−σ) dává
špatný výsledek pro následnou mez kluzu.
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Hardening rule

Kinematický zákon zpevněnı́

Kinematické zpevněnı́
Nevýhodou izotropnı́ho zpevněnı́ je velká elastická oblast při opačném
zatěžovánı́ (oproti výsledkům experimentů)
Kinematické zpevněnı́ lépe vystihuje Bauschingerův efekt
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Hardening rule

Kombinovaný zákon zpevněnı́
Kombinované zpevněnı́

Vhodné i pro cyklickou plasticitu (v každém cyklu je dominantnı́
kinematické zpevněnı́).
Cyklické zatěžovánı́ (+σ,−σ)
Pro velký počet zatěžovacı́ch cyklů materiál zpevňuje také izotropně.
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