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O. Jiroušek (K618) (ÚMM FD ČVUT) supported by coronavirus 1 / 20



Podmı́nky plasticity

Tenzor napětı́. Podmı́nka plasticity.

tenzor napětı́ (v materiálovém bodě x, y, z:)

σij =

 σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

 =

 σxx σxy σxz
σyy σyz

sym σzz

 (1)

hlavnı́ napětı́:

(∃ takový souřadný systém, kde platı́: σi6=j = 0)

σi =

 σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3

 (2)
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Podmı́nky plasticity

Tenzor napětı́. Podmı́nka plasticity.

Plasticita:
1 podmı́nka plasticity (yield criteria)
2 zákon zpevněnı́ (hardening rule)
3 zákon tečenı́ (flow rule)

Podmı́nka plasticity, problém:
Jak porovnat tenzor (napětı́) se skalárem (mez kluzu, mez plasticity)?

σij =

 σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

 =

 σxx σxy σxz
σyy σyz

sym σzz

 Q σY (3)
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Podmı́nky plasticity

Tenzor napětı́. Podmı́nka plasticity.

Obecně lze podmı́nku plasticity zapsat matematicky:

f
(
σij, k

)
= 0

f
(
σij, k

)
< 0 . . . elastický stav

f
(
σij, k

)
= 0 . . .plastický stav

všimněme si, že f
(
σij, k

)
> 0 nenı́ definováno, nenı́ přı́pustné, jedná se o

neexistujı́cı́ stav.

Prakticky ji však budeme vyjadřovat pomocı́ invariantů.

Proč?
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Podmı́nky plasticity

Tenzor napětı́. Podmı́nka plasticity.

Podmı́nka plasticity

je tedy kritérium, za jakých podmı́nek nastává v daném bodě tělesa (x, y, z)
přechod z pružného stavu do plastického stavu. Vztah bude vyjádřen mezi
složkami napětı́ a mezı́ kluzu.

Důležité bude grafické vyjádřenı́ podmı́nky plasticity. Nejčastěji budeme
použı́vat Haighův-Westergaardův prostor, či prostor hlavnı́ch napětı́. Jedná
se o trojrozměrný kartézský prostor, jehož souřadnice představujı́ velikost
hlavnı́ch napětı́, která charakterizujı́ napjatost v bodě tělesa. H-W prostor se
použı́vá při popisu chovánı́ izotropnı́ch materiálů a posuzovánı́ jejich meznı́ch
stavů.
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Podmı́nky plasticity

Haighův-Westergaardův prostor
V H-W prostoru jsou definovány dvě významné množiny bodů:

Hydrostatická osa
Deviátorová rovina

Figure: Tresca v HW prostoru
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Podmı́nky plasticity

Haighův-Westergaardův prostor
V H-W prostoru jsou definovány dvě významné množiny bodů:

Hydrostatická osa je množina bodů definovaná předpisem

σ1 = σ2 = σ3

Hydrostatická osa reprezentuje všestrannou rovnoměrnou tahovou či
tlakovou napjatost v bodě tělesa.
Deviátorová rovina je množina bodů definovaná předpisem

σ1 + σ2 + σ3 = 0

jež představuje rovinu, která je kolmá na hydrostatickou osu a procházı́
počátkem souřadnic. Deviátorová rovina se užı́vá při popisu chovánı́,
které nezávisı́ na všestranném rovnoměrném tahu či tlaku. Napřı́klad u
některých kovových materiálů nemá všestranný rovnoměrný tah či tlak v
prvnı́m přiblı́ženı́ vliv na dosaženı́ meznı́ho stavu pružnosti, tj. na iniciaci
trvalé deformace materiálu. Proto při popisu napjatosti, která vede ke
vzniku počátečnı́ trvalé deformace, stačı́ pracovat s kolmým průmětem
bodů v H-W prostoru do deviátorové roviny.
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Podmı́nky plasticity

Haighův-Westergaardův prostor
Známe podmı́nky plasticity

Rankin (σmax)
Tresca (τmax)
HMH (J2) - odvodı́me

Figure: Tresca vs HMH ve 2D prostoru
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Podmı́nky plasticity

Odvozenı́ podmı́nky plasticity dle HMH

U =

∫
λ dV =

∫
1
2
σε dV =

∫
1
2
(
σxεx + σyεy + σzεz + τyzγyz + τxzγxz + τxyγxy

)
dV =

=

∫
1
2
(σ1ε1 + σ2ε2 + σ3ε3) dV

Využijme Poissonova zákona přı́čného zkrácenı́:

ε1 =
1
E
(σ1 − µσ2 − µσ3)

A dosaďme zpět do vztahu pro energii:

U =
1
2

∫
σ1

E
(σ1 − µσ2 − µσ3) +

σ2

E
(σ2 − µσ1 − µσ3) +

σ3

E
(σ3 − µσ1 − µσ2) dV =

=
1

2E

∫
σ2

1 − µσ1σ2 − µσ1σ3 + σ2
2 − µσ1σ2 − µσ2σ3 + σ2

3 − µσ1σ3 − µσ2σ3 dV =

=
1

2E

∫
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 − 2µ (σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) dV
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Podmı́nky plasticity

Rozklad napjatosti na volumetrickou a deviatorickou část:

σ = σV + σD = σm.I + sij

Obdobně musı́ platit i pro energii (energie je navı́c skalár):

U = UV + UD

Pro def. energii volumetrické části zı́skáme:

UV =
1

2E

∫
σ2

m + σ2
m + σ2

m − 2µ
(
σ2

m + σ2
m + σ2

m
)

dV =

=
1

2E

∫
3σ2

m − 2µ3σ2
m dV =

1
2E

∫
3σ2

m(1− 2µ) dV =

=
3(1− 2µ)

2E

∫
σ2

m dV =
3(1− 2µ)

2E

∫ (
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3

)
32 dV =

=
1− 2µ

6E

∫
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 + 2 (σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) dV
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Podmı́nky plasticity

Pro HMH podmı́nku potřebuji deviatorickou část - UD - tedy tu část energie,
zodpovědnou za změnu tvaru:

UD = U −UV =
1

2E

∫
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 − 2µ (σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) dV−

− 1− 2µ
6E

∫
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 + 2 (σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) dV =

=

∫
1 + µ

3E
(
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3
)
−
(

2µ
2E

+
1− 2µ

3E

)
(σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) dV =

=
1 + µ

3E

∫
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 − (σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) dV

Nynı́ v poslednı́m řádku výraz: σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 − (σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) označı́me

jako σ2
VM. Budeme tedy psát:

σVM =
√
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 − (σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3) =

=

√
(σ1 − σ2)

2
+ (σ2 − σ3)

2
+ (σ1 − σ3)

2

2
=

=

√
2

2

√
(σ1 − σ2)

2
+ (σ2 − σ3)

2
+ (σ1 − σ3)

2
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Podmı́nky plasticity

Kritérium HMH (podmı́nku plasticity HMH) lze tedy zapsat:

UVM
D ≤ U1D

D

Porovnejme výrazy pro energie (integrály). Pro jednoosou napjatost platı́
výraz vpravo:

Proč?

Odvoďte výraz pro deformačnı́ energii pro 1D napjatost UD

1 + µ

3E

∫
σ2

VM dV ≤ 1 + µ

3E

∫
σ2

y dV

Majı́-li být integrály rovny, musı́ být rovny integrandy (stejná integračnı́ oblast
dV):

1 + µ

3E
σ2

VM ≤
1 + µ

3E
σ2

y

σVM ≤ σy

O. Jiroušek (K618) (ÚMM FD ČVUT) supported by coronavirus 15 / 20



Podmı́nky plasticity

Pozn. ve 2D (σ3 = 0):

σVM =
√
σ2

1 + σ2
2 + 0− (σ1σ2 + 0 + 0) =

√
σ2

1 + σ2
2 − (σ1σ2 + 0 + 0) =

=
√
σ2

1 + σ2
2 − σ1σ2

totožný výraz s:

σVM =

√
2

2

√
(σ1 − σ2)

2
+ (σ2 − 0)2

+ (σ1 − 0)2
=

√
2

2

√
(σ1 − σ2)

2
+ σ2

2 + σ2
1 =

=

√
2

2

√
σ2

1 − 2σ1σ2 + σ2
2 + σ2

2 + σ2
1 =

√
σ2

1 − σ1σ2 + σ2
2

(rovnice elipsy).
Pozn. pro 1D (σ2 = σ3 = 0):

σVM =
√
σ2

1 + 0 + 0 + 2 (0 + 0 + 0) =
√
σ2

1 = σ1

stejně vycházı́:

σVM =

√
2

2

√
(σ1 − 0)2

+ (0− 0)2
+ (σ1 − 0)2

=

√
2

2

√
2σ2

1 =
√
σ2

1 = σ1
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Podmı́nky plasticity

podmı́nka HMH a Tresca v HW prostoru

O. Jiroušek (K618) (ÚMM FD ČVUT) supported by coronavirus 17 / 20



Podmı́nky plasticity

Rankine v HW prostoru
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Podmı́nky plasticity

Dalšı́ podmı́nky plasticity:
Drucker-Prager, Mohr-Coulomb
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Podmı́nky plasticity

Přı́klad - zadánı́ na konci hodiny v 16:30

Dána napjatost v bodě prostřednictvı́m tenzoru napětı́ ve složkách.
Dána mez kluzu materiálu. Určete koeficient bezpečnosti dle kritériı́: Rankin,
Mohr-Coulomb, Tresca, HMH. Výpočet. Grafická úprava. Dosazovánı́.
Jednotky.
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