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Úvodnı́ informace, podmı́nky absolvovánı́ kurzu

Přednášejı́cı́, konzultace

Ondřej Jiroušek (F206)

email: jirousek@fd.cvut.cz

konzultačnı́ hodiny: středa 16:30 - 17:30 F206

prosı́m objednat přes: http://konzultace.fd.cvut.cz Link

Webové stránky předmětu, materiál ke kurzu

http://mech.fd.cvut.cz/education/master/k618tam/index_html Link

http://mech.fd.cvut.cz/members/jirousek/download/k618tam Link

dobrovolné domácı́ úkoly (zadánı́ na konci každé přednášky, body navı́c)

NEBO domácı́ úkoly (zadánı́ po každé přednášce na webu, body navı́c)

body z přednášek (cca 5x1 bod na 1 přednášku) - připočı́távajı́ se u zkoušky

Zkouška

pı́semná část (teoretická část, výpočetnı́ část)

ústnı́ část (znalosti)

pevné bodové hodnocenı́ pı́semky, ústnı́ část vždy
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Předpoklady

matematika (diferenciálnı́ a integrálnı́ počet, maticová algebra)

statika (průběhy M–N–T, momenty setrvačnosti)

pružnost a pevnost (napětı́, tah-tlak, ohyb, DROČ, σy =
My
EIy

z)

materiál (pracovnı́ diagram, mechanické zkoušky)

teorie konstrukcı́ (RN, RD, stěny, desky, základové konstrukce)

Historie klasifikace

18TAM : leto 2014/2015 :: A:16 B:21 C:20 D:14 E:12 F:9 (celkem 92)

18TAM : leto 2015/2016 :: A:11 B:5 C:11 D:8 E:6 F:8 (celkem 56)

18TAM : leto 2017/2018 :: A:1 B:11 C:7 D:7 E:6 F:0 (celkem 32)

18TAM : leto 2018/2019 :: A:4 B:3 C:6 D:3 E:1 F:5 (celkem 22)
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Skripta, učebnice, materiál ke studiu

Pružnost, pevnost, plasticita: pro stud. fak. stavebnı́. Jiřı́ Šejnoha, Václav Kufner
ČVUT, 1990 ISBN 8001003655, 9788001003657

Pružnost, pevnost, plasticita: určeno pro stud. fak. stavebnı́. Jiřı́ Šejnoha, Jitka
Bittnarová. Edition 2. Publisher České vysoké učenı́ technické, 1989. ISBN
8001001393, 9788001001394

Plasticity theory. Jacob Lubliner. Publisher Macmillan, 1990. Original from the
University of California. ISBN 0023721618, 9780023721618. Length 495 pages

Základy lomové mechaniky Jiri Kunz. Ceske vysoke uceni technicke v Praze.
Jaderna a fyzikalne inzenyrska fakulta. ISBN: 800102248X 9788001022481 260 s.

Fracture Mechanics: Fundamentals and Applications Ted L. Anderson Third
Edition Hardcover, 2004 ISBN-13: 978-0849316562 ISBN-10: 0849316561
Edition: 3rd
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Dalšı́ volně dostupný online materiál:

http://fast10.vsb.cz/lausova/pruznost.pdf Link

http://fast10.vsb.cz/krejsa/pruznost.htm Link

http://ksm.fsv.cvut.cz/˜sejnom/download/pm10_tisk.pdf Link

http://people.fsv.cvut.cz/˜pkabele/YNAK/ Link

http://student.chytrak.cz/unava/09%20K-koncepce.pdf Link

http://hutar.wz.cz/lomovka/08.pdf Link

https://www.vutbr.cz/www_base/zav_prace_soubor_verejne.php?
file_id=41136 Link

http://fast10.vsb.cz/lausova/ Link

http:
//ocw.mit.edu/courses/materials-science-and-engineering/
3-11-mechanics-of-materials-fall-1999/modules/frac.pdf Link

http://www.mate.tue.nl/˜piet/edu/frm/pdf/frmsyl1213.pdf Link

http://civil.colorado.edu/˜saouma/Lecture-Notes/lecfrac.pdf
Link
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Motivace

Analýza konstrukcı́

Numerické simulace - dnešnı́ analýza inženýrských staveb a konstrukcı́

CAD/CAM model

diskretizace - sı́ť konečných prvků

okrajové podmı́nky, zatı́ženı́

fyzikálnı́ problém (diferenciálnı́ rovnice) – co lze zanedbat?

materiálový model (lineárnı́ elastický materiál, elasto-plastický model s
poškozenı́m, kvazikřehký materiál)

analýza výsledků, kontrola, jednoduchý model, elementárnı́ výpočet
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Dalšı́ přı́klady numerických analýz konstrukcı́ (FEM, FVM, BEM)

Navier-Stokesovy rovnice:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj

[
ρuj
]
= 0

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj

[
ρuiuj + pδij − τji

]
= 0, i = 1, 2, 3

∂

∂t
(ρe0) +

∂

∂xj

[
ρuje0 + ujp + qj − uiτij

]
= 0
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Dalšı́ přı́klady numerických analýz konstrukcı́ (FEM, FVM, BEM)

Navier-Stokesovy rovnice:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj

[
ρuj
]
= 0

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj

[
ρuiuj + pδij − τji

]
= 0, i = 1, 2, 3

∂

∂t
(ρe0) +

∂

∂xj

[
ρuje0 + ujp + qj − uiτij

]
= 0
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Dalšı́ přı́klady numerických analýz konstrukcı́ (FEM)

Základnı́ rovnice pro řešenı́ elasticity:

cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (tenzorový zápis)

−∇λ(∇ · u)− (∇ ·µ∇)u−∇ ·µ(∇u)T = f

E :=
1
2
[C− I] =

1
2
[GradTU + GradU]︸ ︷︷ ︸

ε

+
1
2
[GradT U][Grad U]

σ = C : ε

∇ =
(

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
div u = ∇ · u = ∂ux

∂x +
∂uy
∂y + ∂uz

∂z .
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Co k tomu výpočtář (konstruktér) potřebuje?

Základy dané numerické metody (FEM, FVM, BEM)

Základnı́ znalosti o dané řešené diferenciálnı́ rovnici

Znalosti o použitých konstitutivnı́ch vztazı́ch

t.j. použitý materiálový model (elastický, elasto-plastický, zákon zpevněnı́...)

Omezenı́ daných fyzikálnı́ch vztahů

A jak to souvisı́ s tı́m, co mě učı́ na K618?

Statika - působenı́ sil, okrajové podmı́nky (vazby), výpočet reakcı́, M-N-T.

Kinematika, dynamika - pohybové rovnice (diferenciánı́), řešenı́ v čase.

Pružnost a pevnost - řešenı́ v elastické oblasti, prut je základ.

Materiály - základy zjišťovánı́ mechanických vlastnostı́, vliv struktury na mech. vl.

TIK - teorie konstrukcı́, tedy RN, RD, stěny, desky, základové konstrukce...

TAM - rozšı́řenı́ 3D pružnosti mimo elastickou oblast. Plasticita, lomová
mechanika.

dalšı́ předměty (MKP) - numerické metody mechaniky, software (open-source,
Ansys).
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Základnı́ rovnice 3D elasticity
(15 rovnic pro 15 neznámých)

u =


u
v
w

 ε =



εx

εy

εz

γxy

γyz

γzx


σ =



σx

σy

σz

τxy

τyz

τzx
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Geometrické rovnice v maticovém zápise:

εx = a'b'−AB
AB =

(dx+(u+ ∂u
∂x dx)−u)−dx

dx = ∂u
∂x

εy = a'c'−AC
AC =

(
dy+

(
v+ ∂v

∂y dy
)
−v

)
−dy

dy = ∂v
∂y

εx =
∂ux

∂x
εy =

∂uy

∂y
εz =

∂uz

∂z
(1)
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Geometrické rovnice (smyková deformace)

Smyková deformace γxy je součet
úhlů mezi úsečkami AC a AB:
γxy = α+ β:

tanα =

∂uy
∂x dx

dx + ∂ux
∂x dx

=

∂uy
∂x

1 + ∂ux
∂x

tanβ =

∂ux
∂y dy

dy +
∂uy
∂y dy

=

∂ux
∂y

1 +
∂uy
∂y

Pro malou hodnotu gradientu posunutı́:
∂ux

∂x
� 1 ;

∂uy

∂y
� 1

Pro malé rotace, t.j. α a β � 1 dostáváme: tanα ≈
α, tanβ ≈ β
Tudı́ž:

α ≈
∂uy

∂x
; β ≈

∂ux

∂y

γxy = α+ β =
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

γxy =
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

γxz =
∂uz

∂x
+
∂ux

∂z

γyz =
∂uz

∂y
+
∂uy

∂z

(2)

(3)

(4)
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Výsledné rovnice

εx = ∂u
∂x

εy = ∂v
∂y

εz =
∂w
∂z

γxy = ∂u
∂y + ∂v

∂x

γyz =
∂v
∂z + ∂w

∂y

γzx = ∂u
∂z + ∂w

∂x

Potom můžeme geometrické rovnice zapsat v maticovém tvaru:

ε = ∂ u
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Statické podmı́nky rovnováhy (Cauchyho rovnice) v maticovém zápise:

Podmı́nky rovnováhy na infinitesimálnı́m objemu dV, náznakem:∑
Fix =

∑
σxdydz +

∑
τxydydz +

∑
τxzdxdz∑

Fiy =
∑

σydxdz +
∑

τyxdxdz +
∑

τyzdxdy∑
Fiz =

∑
σzdxdy +

∑
τzxdxdz +

∑
τxzdxdz

Ondřej Jiroušek (K618) Přednáška 01 22. února 2018 15 / 23



Podmı́nky rovnováhy na elementu:

∂σx

∂x
+
∂τxy

∂y
+
∂τxz

∂z
+ X = 0 (5)

∂τxy

∂x
+
∂σy

∂x
+
∂τyz

∂z
+ Y = 0 (6)

∂τxz

∂x
+
∂τyz

∂y
+
∂σz

∂z
+ Z = 0 (7)

zkráceně:
[∂]{σ}+ {X} = {0} (8)

kde {X} je vektor objemových sil (jednotky
[

kg
m3

]
)) a [∂] je tzv. operátorová matice:

[∂] =


∂
∂x 0 0 0 ∂

∂z
∂
∂y

0 ∂
∂y 0 ∂

∂z 0 ∂
∂x

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x 0

 (9)
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Tenzor napětı́ σ:

σ =

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 ≡
σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

 ≡
σx τxy τxz

τyx σy τyz

τzx τzy σz


Zákon o sdružených smykových napětı́

Z momentových podmı́nek rovnováhy kolem těžišťových os plyne:

τxy = τyx

τxz = τzx

τyz = τzy

Obecně lze zapsat:
τij = τji ∀i, j (10)

Tenzor napětı́ σ pak můžeme zapsat jako sloupcový vektor σ:

σ =
{
σx σy σz τyz τxz τxy

}T
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Rozšı́řený Hookův zákon:

ε1
x =

1
E
σx

ε1
y = −µεx = −µ

E
σx

ε1
z = −µεx = −µ

E
σx

ε2
x = −µεy = −µ

E
σy

ε2
y =

1
E
σy

ε2
z = −µεy = −µ

E
σy

ε3
x = −µεx = −µ

E
σz

ε3
y = −µεx = −µ

E
σz

ε3
z =

1
E
σz

εx = ε1
x + ε2

x + ε3
x

εy = ε1
y + ε2

y + ε3
y

εz = ε1
z + ε2

z + ε3
z

εx =
1
E
σx −

µ

E
σy −

µ

E
σz

εy =
1
E
σy −

µ

E
σx −

µ

E
σz

εz =
1
E
σz −

µ

E
σx −

µ

E
σy

εx =
1
E
[σx − µ(σy + σz)]

εy =
1
E
[σy − µ(σx + σz)]

εz =
1
E
[σz − µ(σx + σy)]

(11)

(12)

(13)
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Rozšı́řený Hookův zákon (fyzikálnı́ rovnice) zapsat maticově takto:

εx

εy

εz

γyz

γxz

γxy


=



1
E −µE −µE 0 0 0
−µE

1
E −µE 0 0 0

−µE −µE
1
E 0 0 0

0 0 0 1
G 0 0

0 0 0 0 1
G 0

0 0 0 0 0 1
G





σx

σy

σz

τyz

τxz

τxy


Matice materiálové poddajnosti [C] pro izotropnı́ materiál:

[C] =



1
E −µE −µE 0 0 0
−µE

1
E −µE 0 0 0

−µE −µE
1
E 0 0 0

0 0 0 1
G 0 0

0 0 0 0 1
G 0

0 0 0 0 0 1
G



Fyzikálnı́ rovnice v maticovém tvaru:

{ε} = [C] {σ} =⇒ {σ} = [C]−1 {ε} = [D] {ε}
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Ortotropnı́ materiál - rozšı́řený Hookův zákon:

εx

εy

εz

γyz

γxz

γxy


=



1
E −µE −µE 0 0 0
−µE

1
E −µE 0 0 0

−µE −µE
1
E 0 0 0

0 0 0 1
G 0 0

0 0 0 0 1
G 0

0 0 0 0 0 1
G





σx

σy

σz

τyz

τxz

τxy


Matice materiálové poddajnosti [C] pro ortotropnı́ materiál:

[C] =



1
Ex

−µyx
Ey

−µzx
Ez

0 0 0
−µxy

Ex
1

Ey
−µzy

Ez
0 0 0

−µxz
Ex

−µyz
Ey

1
Ez

0 0 0
0 0 0 1

Gyz
0 0

0 0 0 0 1
Gxz

0
0 0 0 0 0 1

Gxy


Musı́ platit symetrie (celkově 9 neznámých materiálových konstant):

µyx

Ey
= =⇒ {σ} = [C]−1 {ε} = [D] {ε}
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V prostoru hlavnı́ch napětı́ (Haigh-Westergardův prostor) bude vektor napětı́ mı́t tvar:

{σ}T =
{
σ1 σ2 σ3 0 0 0

}
(14)

Doplňme ještě pro úplnost výrazy pro invarianty napětı́ (budeme potřebovat při teoriı́ch
porušenı́):

I1 = σx + σy + σz = σ1 + σ2 + σ3

I2 = σyσz + σxσz + σxσy − τ 2
yz − τ 2

xz − τ 2
xy = σ2σ3 + σ1σ3 + σ1σ2 (15)

I3 = σxσyσz + 2τyzτxzτxy − σxτ
2
yz − σyτ

2
xz − σzτ

2
xy = σ1σ2σ3

a invarianty deformace:

i1 = εx + εy + εz = ε1 + ε2 + ε3

i2 = εyεz + εxεz + εxεy −
1
4
(γ2

yz + γ2
xz + γ2

xy) = ε2ε3 + ε1ε3 + ε1ε2 (16)

i3 = εxεyεz +
1
4
(γyzγxzγxy − εxγ

2
yz − εyγ

2
xz − εzγ

2
xy) = ε1ε2ε3
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Pomocı́ invariantů napětı́/deformace lze jednoduše rozložit napjatost v bodě na
napjatost objemovou (volumetrickou) a deviatorickou. Také jsou tyto napjatosti
nazývány napjatost změny objemu a napjatost změny tvaru. Symbolicky zapı́šeme pro
vektor napětı́:

{σ}T = {σv}T + {σD}T

{σv}T =
{

I1/3 I1/3 I1/3 0 0 0
}

(17)

{σD}T =
{
σx − I1/3 σy − I1/3 σz − I1/3 τyz τxz τxy

}
a vektor deformace:

{ε}T = {εv}T + {σD}T

{εv}T =
{

i1/3 i1/3 i1/3 0 0 0
}

(18)

{εD}T =
{
εx − i1/3 εy − i1/3 εz − i1/3 τyz τxz τxy

}

Ondřej Jiroušek (K618) Přednáška 01 22. února 2018 22 / 23



Deviátor tenzoru napětı́

{σ}T = {σv}T + {σD}T

{σv}T =
{

I1/3 I1/3 I1/3 0 0 0
}

(19)

{σD}T =
{
σx − I1/3 σy − I1/3 σz − I1/3 τyz τxz τxy

}
a vektor deformace:

{ε}T = {εv}T + {σD}T

{εv}T =
{

i1/3 i1/3 i1/3 0 0 0
}

(20)

{εD}T =
{
εx − i1/3 εy − i1/3 εz − i1/3 τyz τxz τxy

}
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